
　

　　　　　　　　　　　　　　　　演習問題%

　（６）次の問いに答えよ。

　　（ⅰ）曲線�\ [VLQ [��� 
�� �[ �S �の　原点2以外の点における接線のうち

　　　　　2を通るものの方程式を求めよ。

　　（ⅱ）�ⅰ）において　接点3が第�象限にあるとき　　線分23と曲線で囲まれ

　　　　　た部分の面積を求めよ。ただし第�象限とは�
�

�
S�[��S �とする。

　（７）曲線�\ ORJ[ �のグラフ上の�点$��%を結ぶ線分$%の中点が　点3��������）

　　　　であるという。�点$��%の座標および　曲線�\ ORJ[と線分$%で囲まれ

　　　　た部分の面積を求めよ。ただし　$の�[�座標は%の�[�座標より小さい

　（８）放物線�\ �[ ���と直線�\ [���で囲まれた部分を　�[�軸の周りに�回転

　　　　させてできる立体の体積を求めよ。

　（９）曲線�\ FRV[��� ��� �[
S

�
�と�[�軸および�\�軸で囲まれた部分を�\�軸の周

　　　　りに�回転させてできる立体の体積を求めよ。

　（�����半径�D�の球の中央から　半径�E�の円柱状の穴をくりぬいてた立体の体積を

　　　　求めよ。　ただし��D!E �とする。

[�

�\

�2

　������極方程式��U ��FRVK��� 
�� �K �S �で表される　　　　�

　　　曲線（カージオイド）上の点3の直交座標を�� 
[���\ �　　　　　　　3��[��\���

　　　とする。����������������������������������������������������������������������������������������

　　（ⅰ）�[��\�をそれぞれ�K�の関数として表せ。�����������������������������������������

　　（ⅱ）この曲線の長さを求めよ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　����　　　　　　　
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����������������������������������������������������　　　解答

[�

�\

�2

　��（６）（ⅰ）�\ [VLQ [ ������[ 
��S �　�

　　　　\ ��のとき�[ ���S���S �

　　　　微分　�\ � VLQ [ �＋�[FRV[ �　

　　　　曲線�\� [VLQ [ �上の点�� 
D��DVLQ D �に

　　　　おける接線の方程式　ただし�D
� �

　　　　�\�DVLQ  D� � 
�VLQ D � DFRVD �� 
�[ D �　　　　
S

�
�　　S　　�

�S

�
�　��S�

　　　　この接線が2を通ることから　

　　　　��DVLQ D �D� 
�VLQ D � DFRVD �より�

　　　　�FRV  D � ��接点の�[�座標　�D 
S

�
���
�S

�
�　

��������������従って　原点2を通る接線は�本あって　接線の傾き　�D 
S

�
�のとき

　　　　�VLQ
S

�
�＋�

S

�
�FRV  

S

�
� � ���D 

�S

�
�のとき　�VLQ

�S

�
�＋�
�S

�
FRV  

�S

�
� ��

��������������ゆえに　接線の方程式　�\ [���\ �[ �

　　（ⅱ）曲線�\ [VLQ [ �は� �\  [ �と� �\  VLQ [ �の積に着目　���本の接線　　　

　　　　にも着目して　曲線�\ [VLQ [ �����[ 
��S �の概形を図示すると上図　　

　　　　である。

　　　　第�象限の接点には　戸惑ったが　囲まれた部分の面積　

　　　　6＝�' �
�S
�

� 
�[VLQ [ [ G[　　　

　　　　ここで　�' �
�S
�

 [� 
�FRV[ �G[ � �

�S
�

� �[FRV[ ＋�' �
�S
�

FRV[�G[ �

　　　　　　　　　＝��
�S

�
�������� �

�S
�

� �VLQ [  ��　�

　　　　6＝����' �
�S
�

 [G[  ��� �
�

�

�

� �
�S

�
�
� �S

�
ー１�
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[�

�\

�2

　　　　　　

　（７）直線$%は線分$%の中点�� 
����� �を通って

　　　いるから　傾き�P �とおくと

　　　直線$%の方程式

　　　　�\�� P �[ 
�� �より　�\ P[��P �　　　　　　　　�　　　　　　%

　　　$��D���ORJD�� ���%��E ���ORJ E �� �とおくと

　　　�
�D E

�
 ����

�ORJD ORJ E

�
� ��より���������������������������１　　�

　　　�D�E ����DE ������D�E ������������������������������������$

�　�　��D��E�は�次方程式　� �W ��W�� �を満たす�つの正の解�　

　　　よって　�D ��(� ���E ��(� �　従って　直線$%の傾き�P �は�通り　　

　　　決まって　�P 
�ORJ � 
�� (� ORJ � 
�� (�

�� 
�� (� � � 
�� (�
�＝�

ORJ
�� (�

�� (�

�(�
�

　　　　　　　　　�＝�
ORJ �

� 
�� (�

�(�
� 
ORJ � 
�� (�

(�
�

　　　囲まれた部分の面積��6 �' �� (�

�� ( �

� ��ORJ[ � � 
�P[ �P �G[ �

　　　　　　　　　　　　　＝�' �� (�

�� ( �

�ORJ[G[� P' �� (�

�� ( �

� 
�[ � G[ �

　　　ここで

　　　�' �� (�

�� (�

 [ ��ORJ[G[ ��� ( �
�� ( �

� �[ORJ[ � ' �� ( �

�� ( �

�[
�

[
G[ �　　　

　　　　＝��� 
�(� �ORJ � 
�� (� �� �� 
�(� ORJ � 
�� (� ��� 
�� (� �� �� 
�(� �

　　　　＝��� 
�(� �ORJ � 
�� (� �� �� 
�(� ORJ � 
�� (� �ー��(� �

　　　P' �� ( �

�� ( �

� 
�[ � G[＝�  P
�� ( �

�� ( �

� ��
�[

�
� �[ �

P

�
� �� ( �

�� (�� ���[ � �[ �

　　　＝�
P

� �
�

� 
�� (� �� �
� 
�� (� ��� ���(� �

　　　＝�
P

�
����(� � 
��(� � ��　'　題意より明かに�

　新課程　数学Ⅲを斬る　第�章　積分法の応用　演習問題%

-27-



　　　6＝�' �� (�

�� ( �

�ORJ[G[� P' �� (�

�� ( �

� 
�[ � G[ �

　　　　＝��� 
�(� �ORJ � 
�� (� �� �� 
�(� ORJ � 
�� (� �ー��(� �ー�
P

�
�� �　

　　　　＝���ORJ � 
�� (� ��ORJ � 
�� (� ��(� ��ORJ � 
�� (� � ��ORJ � 
�� (�

[�

�\

�2

　　　　　　ー��(� �

　　　　＝��ORJ
�� (�

�� (�
�＋�(� ��ORJ � 
�� � �ー��(� �

�　　　　＝��ORJ � 
�� (� �ー��(� �　　　　　　　�\ 
�[ ���

　（８）�[�軸周りに回転する部分の図形を�[�軸より

　　　上側に表す。右図�

　　　交点　� �[ �� [���より� �[ �[�� ��　　　　　ー１　　��　��������

　　　　　　��[ 
�� �[ 
��  ��　よって　�[ ����� �　�\ [���

　　　右図より　�[�軸周りの�回転させてできる立体

　　　の体積　9 � �9 �� �9 �� �9 �

　　　　� �9  S
�

'��
�

� 
�� �[ G[ S'��
�

� 
��� � �[ � �[ G[ 
�S

��

　　　　� �9 � S' �
�

 �
� 
�[ � G[ S' �

�

 � 
���[ � �[ � G[
��S

�
�　　　

　　　　� �9 � S' �
�

 �
� 
��[ � G[ S' �

�

 � 
���[ � � �[ � � G[
��S

��
�

　　　ゆえに　9 � �9 �� �9 �� �9 �

　　　　　　　　＝S��
�

��
���

��

�
� ���

��

��
� �

　　　　　　　　 
��

�
S�
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　　　　　　　　�　　　　　　

　（９）�\�軸周りの回転体の体積であるから

　　　9＝S�' �
�
�[ �G\　　　　　　　　　　　　��　　　　　　　　　　�

S

�
�

　　　�\ FRV[ �����[ ��
S

�
�を�[ � 
\の式 �と

　　　変形したいが　ダメ���

　　　�\ FRV[ �と�\ VLQ [ �は同じ形のグラフに着目して　上図より　�[�軸周り

　　�　の回転体の体積　S�' �
S
�

�VLQ [�G[ �と等しい���　

　　　　����������残念ながら　間違いですね　積分区間が違う���

　　　　　　　　　　　　　　参考　教科書解答　　

　　　　置換積分　�FRV[ \ �　微分　��VLQ [G[ G\ �　�

\ ������

[
S

�
����

�

　　　従って　9 S�' �
�
�[ �G\�

　　　　　　　　＝S�' S
�

�

･
�[ � 
�VLQ [ �G[�＝S�' �

S
�

�[ VLQ [G[

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'部分積分を�回実施

　　　　�' �
S
�

�[ VLQ  [�G[ ' �
S
�

�[ � 
�FRV[ �G[ �＝�� �

S
�� �

�[ FRV[ ��' �
S
�

�[FRV[G[ �

　　　　＝�����' �
S
�

 [� 
VLQ [ �G[ ��� �

S
�

� �[VLQ [ � �' �
S
�

VLQ  [G[� ���
S

�
� � �

S
�

� �FRV[

�　　��　＝S�����

　　　ゆえに　9 S��S 
�� �
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　（����　球からくりぬく円柱状の立体とは　円柱ではなくて

　　　円柱の上下にカップ形の立体が加わった　右図のような

　　　立体である。　　　

　　　よって　くりぬく立体の体積

　　　9
＝円柱の体積＋����（カップ形の立体の体積）

��　　　ここで　カップ形の立体の体積を求めよう。

　　　� �[ � �\ � �D �の円弧の一部の�[�軸周りの回転体

　　　の体積と考える。　　　　　　　　　　　　　　　　　　�D�

　　　　　　　　　　　　　右図　　　　　　　　　　　　　　���　�E�

　　　S�'( ��D �E

D

 �\ G[� S'( ��D �E

D

� 
��D � � �[ G[ �����������������������( ��D �E �

　　　＝S�
( ��D �E

D

� ���D [
�[

�
�

　　　＝S���
�D � ��

�D

�
� ���

�D ( ��D �E � ���
��D �E

�
�( ��D � �E

　　　＝S��
� �D

�
� ��( ��D �E � �� �

�� �D � �E

�
�従って　球からくりぬいた立体を引く

　　　�9 球の体積�ー�� 
半径E�高さ�( ��D �E �の円柱の体積 � ���� 
カップの体積

　　　　＝�
�

�
�SD ����

�SE ( ��D �E ���S�
� �D

�
� ���

�� �D �E

�
�( ��D � �E �

[�

�\

�2

　　　　＝��� �SE ( ��D �E ��
�S

�
���

�D � 
� �E ( ��D �E � � �

　　　　＝�
�S

�
����

�E ��� �D � 
� �E �

　　　　＝�
�

�
S�

�D 
� �E �　'　凄い計算　やったね！

　　反省　　教科書　解答��S' �
( ��D �E

� ��
�

� 
( ��D �[ � �E G[ �

　　　右図　こっちがすごく簡単な解答　数学おじさん　やられたね���
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�2

　（�����（ⅰ）極座標�� 
U���K �と直交座標�� 
[���\ �との関係　�[ UFRV  K���\ UVLQ K �

　　　であるって���U ��FRVKであるから　

�����������[ �� 
�FRVK �FRVK ���\ �� 
�FRVK �VLQK �

　　（ⅱ）曲線（カージオイド）の長さ/

　　　この曲線は�[軸対称であるから　右図　$から2　　　　　　　　　　��$

　　　までの曲線の長さ�
/

�
� ' �

S

) �
�

� �
G[

GK
�

�

� �
G\

GK
�GK �　

�����������
G[

GK
� � 
�VLQK �FRVK �＋�� 
�FRVK �� 
�VLQK �＝��VLQK�� 
�� �FRVK �

　　　�
G\

GK
＝�� 
�VLQK �VLQK �＋��� 
�FRVK �FRVK �＝�� �VLQ K�FRVK �� �FRV K �　

　　　�
�

� �
G[

GK
��

�

� �
G\

GK
�＝� �VLQ K � �

� 
�� �FRVK ��� �
� ���� �VLQ K� FRVK � �FRV K �

　　　　　　　　　　�FRVK �に統一　�FRV  K� W �とおく

�　　　
�

� �
G[

GK
��

�

� �
G\

GK
＝��� 
� �W � �

� 
�� �W �� �
� 
����W � �� W �W �

　　��＝��� 
� �W � �
� 
�� �W �� �

� 
��� �W � W � �＝��� 
� W ��� 
�W � �
� 
�� �W �� �

� 
�W � �
� 
��W �

　　��＝��� 
�W ���� 
�W �
� 
�� �W �� �� �
� W � �

� 
�� �W �

　　��＝��� 
�W ���� 
�W �����W� 
�� �W �� �� 
�W �����W� �
�� �W �

　　��＝��� 
�W ����W��
�W ��W�� �W ��� �W �����W�� �W �� W�� �W � ��� �W �

　　��＝��� 
�W �����W��
�W �����W 
�� �W �＝���� 
�W �

　　　従って　�
/

�
� ' �

S

) �
�

� �
G[

GK
�

�

� �
G\

GK
�GK �＝�' �

S

(�� 
�� FRVK �GK�

　　　　　　　　　半角公式　���FRV  K� � �VLQ
K

�
�を活用

�����������
/

�
� �' �

S

VLQ  
K

�
GK �

�

S

� ���FRV
K

�
� ��　

������������ゆえに　/ �
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